PRZYCZYNEK 


do rachunku całkowego. 
Napisał 
F. Mertens. 


Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat,-przyr. z dnia 4 grudnia 1893 r. 


— o — 


Zamierzam tu wyprowadzić kilka wzorów, należących do rachunku 
całkowego, które pozwalaja w wielu przypadkach znacznie uprościć 
i skrócić całkowanie nieoznaczone wyrażeń różniczkowych algebraicznych. 


t, 


Oznaczmy przez u, v liczby wymierne, z których druga różna od 
jedności, zaś przez Z, P, (© funkcye całkowite zmiennej «, z których Q. 


nie posiada czynnika spólnego ani z pochodna swoja Q = > sd ani 
z funkcyą P. Weżmy sobie za zadanie sprowadzić całkę 
| Sid 
Pe Q 
do innych całek podobnej budowy, ale o mniejszym wykładniku przy Q. 
Ponieważ funkcya Q jest względnie pierwsza tak co do 4', jak 


co do P, przeto także jest względnie pierwsza co do iloczynu PQ). Szu- 
kajac tedy, według sposobu Euklidesa, największego spólnego dzielnika 
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dwóch funkcyj Q i PĘ', znajdziemy tenże czynnik = 1, a zarazem 
dwie funkcye całkowite Æ i B zmiennej z, które spełniają tożsamość 
AQ + BPQ' =1. 
Rozmnóżmy tożsamość tę przez Z i sprowadźmy funkcyę BL, dzieląc 
ją algebraicznie przez Q, do postaci 
BL =(Q+ Bi; 
gdzie rząd reszty B, nie dosięga rzędu dzielnika Q, a C oznacza iloraz; 
mamy natenczas 
(1) L= AQ + B, PY, 
gdzie 
A, = AL+ CPR. 


Z tożsamości (1) wynika 
Lda p A,dz + B, Q dz 
Pe QY EPR QV-1 pPe-: Q” z 
Jest zaś tożsamościowo: 
B, Q du Q dz BaQ 
Pe~: QY 4 = Pgri Q” 


B, m EEA (u— 1) B,dP 
UP PEE * (1-5PPQ"=* 
(u=2)B,P"— PB, 
- d (ayo + (1-vy)PEQ-' ai 
Mamy więc 
u—1 NĄ at 
Ldxz k SAR b, ) REZ 2 E r 5" PB, z 
Taa O n a T A P O : 
i otrzymujemy, całkujae 
R TEN: Ld 
| |g (1—v) Peig | ze 2» 
gdzie dla skrócenia położyłem 
WROTE e JF PO sai) 
lv 1-v 


Wzór otrzymany (2) jest bardzo ogólny i można go stosować 
w lieznych przypadkach.. 

Jeżeli jest wykładnikiem ułamkowym, zaś v wykładnikiem cał- 
kowitym dodatnym, większym od jedności, to wzór (2) pozwala spro- 
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i Ldx ; A a, 
wadzić całkę PO do funkeyi algebraicznej i do całki kształtu 
| BT , gdzie M oznacza funkcyę całkowita. 

Jeżeli f, o sa funkcyami całkowitemi zmiennej z, z których druga 
jest rzędu niższego aniżeli pierwsza, i jeżeli równanie 


Piech (3) 


posiada pierwiastki wielokrotne, to całka różniczki wymiernej ? de 


4 
składa się z części przestępnej i nieprzestępnej czyli wymiernej. Her- 
mite okazał '), że część wymierna tejże całki wyznaczyć można osobno 
bez rozwiązania równania algebraicznego (3). 

Za pomoca bowiem sposobu wyznaczenia największego dzielnika 
spólnego dwóch funkcyj całkowitych można sprowadzić mianownik £ do 
kształtu PQ”, gdzie Q jest względnie pierwszem do Q’ i do P, zaś 

1 
. , za — ọ dz 
v> 1. Jeżeli P ma wartość stałą c, to będzie = dx= c 
| 6 — — + Je 
Q 
żeli zaś P jest rzędu wyższego niż zerowego, to wyznaczyć można funkcye 
całkowite %, D, zmiennej x, które zadość czynią równaniu 
4 OP + DQ" = 1, 
„przeto tałgże funkcye całkowite C$ D,, które spełniają równanie 


) j CP tB Q = 9. 
s równania wynika 


0 
A F FOF 
| eŻ08. równanie 


BSAN 


J 


; OZAWY D i 
ma jeszcze pierwiastki wielokrotne, to do ułamka —; ten sam sposób 


P 


zastosować możemy, jak do F , a postępując tak dalej, widzimy, że 
funkcyę 4 rozłożyć można na ułamki kształtu S 


cya Q jest względnie pierwsza do swojej pochodnej 4”, zaś Z można 


w których funk- 


1) Cours d'analyse. 
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przypuścić niższego rzędu niż Q. Można więc także całkę E dx roz- 


T. 


łożyć na same całki kształtu (5 dz. 


Według wzoru (2) można całkę | Gr o wykładniku v większym 
od jedności sprowadzić do funkcyi wymiernej i do całki kształtu 


To Wystarcza w tym celu położyć we wzorze (2) P= 1. Całki 


zaś | y są jedyne, które dają funkcye przestępne. 


| Md: 


2. 


Oznaczmy przez R funkeyę całkowitą zmiennej «z rzędu a, przez m 
liczbę całkowita dodatna, a przez u. liczbę dodatna wymierna. Weźmy 
sobie za zadanie sprowadzić całkę f/x" R* dz do całek prostszych. 


jL 
Rozłożywszy 1” R* na czynniki p lu"t"k, otrzymujemy przez 
całkowanie częściowe 
R* 
021 7: eae Op. RISE "WANA N 
(4) | ży, db  m+nu+ł m+-nyu-+-1 
AB m. gti Ru 22 u. 
gh - mę myl  m+ęmu+1 
Sprowadźmy «”"'' R' do kształtu AR+r,_,, gdzie rząd reszty 
r„_, nie dosięga rzędu funkcyj R i połóżmy r, = aR + fus, gdzie 
rzad reszty r,_, nie dosięga rzędu liczby n—1, zaś a oznacza czynnik 
stały, nadto dla skrócenia 


ma 411,4 
iiinn 1 grtre+i ( — ny R' 
get! 


| x" (nR—xF) R"-' dz. 


ni" —A=N. 
Natenczas będzie: 
u" (nR—xR ) = NR—aR — r, 
i jasnem jest, że M nie dosięga rzędu m. Rozmnóżmy równanie to przez 
Re-' dz i zeałkujmy, to otrzymamy 
fe" (nR-zxR) RE-' dx = f NR* dæe—a f R- Rdr f t, RH dr 
aR” 


ls 


= f NR! dc— 


= fr, Re~ dx 


i wzór (4) przejdzie na: 


(x"t' SE a)R'* U. s u. Ue 
m y R |= ZR z 3. u — . = Pr d. . 
U Kae Teresie arija de [r -dr 
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Tu całka / NE! da rozpada się na całki postaci 
o. [0 RH dz 


tej samej budowy jak pierwotna, w których jednakowoż m<, m. 


3. 


Całki kształtu 
| dæ | gdz 
—,-= } ~ 3 
gNf *gV/f 
w których g i f oznaczaja funkcye drugiego rzędu zmiennej œ bez 
czynnika spólnego, wymagaja mozolnych rachunków, jeżeli czynniki 
funkcyj g sa urojone i według sposobów, zawartych w podręcznikach, 


dr S «dz š DE 
=] — przez stósowne podstawienie za- 
(AJRETECA M: 


mienimy na wymierne. Dla wyznaczenia tych całek poleca się sposób 


wyrażenia różniczkowe 


następujacy. 


Połóżmy 
f = A+ 2Bx + Cr” 


g=x4'+ 2B'zr + Cz 
AC—B*=D 
AC'—B*=D' 

AC + CA —2BB'=E 
E*—4DD =A 


i przypuśćmy, że D' > 0, a nadto (co wolno bez naruszenia ogólności) 
że spółezynniki 4‘, (* są ilościami dodatnemi. Jeżeli przez s oznaczymy 
niewiadomą i utworzymy funkcyę 
sg — f =(s4—4) + 2 (sB' — B) c + (s€' —C)r*, 

to funkcya ta będzie zupełnym kwadratem, jeżeli niewiadomej s nało- 
żymy warunek 

(sA — 4) (s€(' —C) — (s5 — B)’ 

= Ds’— Es + D = 0. 


Równanie to kwadratowe posiada pierwiastki : 
E+ VA EVA 
n a (6) 
które zawsze sa rzetelnymi i różnymi. Położywszy bowiem dla skrócenia 
AB — BĄ+- (AC' — CA) z + (BC'—CB')z* =w, 


Rozprawy Wydz. mat. przyr. T. XXVIII. 8 
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mamy znana tożsamościowość : 

ca peg no RETE 
- -J 


którą bezpośrednio otrzymujemy, mnożąc przez siebie wierszami wy- 
znaczniki 


A, By; E 
"ES A; Br C 
"NE S BAR 
C —2B, A 
20 = ae. WE JU 


a to w kształcie 


83, OF 
at | OB 20; g 
| 
ME 7 g v 


= — 2D' f? + 2Efg — 2Dg*. 


Jeżeli zamiast s,, s, położymy ich wartości (6), to rzeczona tożsamość 
przejdzie na 
Bg_2Df+gNA Ey-2Df=gVA _(Bg-2Df)'_dg' __ 1, 
2D' 2D' 4D’ I 
czyli na 
Ag’ =(Eg—2Df)*+4D'o?. 

Z tożsamości tej wynikaja równania : 
(7) AA’? = (EA —2D'A) + 41) (AB'—BA')’ 
(8) AC’? = (EC —2D'0)*+- 4D' (BC —CB')*. 

Jeżeli uwzględnimy, że D’ jest ilością dodatną, to obydwa te ró- 


wnania opiewaja, że A można przedstawić jako sumę dwu ilości nie- 
ujemnych, n. p. 


WB BC IK 
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Nadto A jako wyniknik funkcyj f, g zniknać nie może, ponieważ 
przypuściliśmy, że f i g czynnika spólnego nie mają. Musi więc A być 
ilościa dodatna. 

Jeżeli przez VA rozumiemy wartość dodatna pierwiastka, to 
funkcya s,g — f jest kwadratem dodatnym, a funkcya s, g—f kwadra- 
tem ujemnym funkcyi rzetelnej liniowej. Mamy bowiem 


WIE z-$ , ==.9 
,A'—A= zp (4 VI+ EA DA) 
s © — 0 = -iy (0 VE +EC — 2D'0) 

s, Rod VA = E4'+2D'4) 


T E A (GVA—EC+2D'C) 

i na mocy (7), (8) 

A' VA > E4' — 2D'A 

CNA 280—300; 
Można więc położyć 

sg— f = (a + pr) 

a s 7 EPM 
gdzie «, $, «, B’ oznaczaja wiadome ilości rzetelne. 


Oznaczywszy dla skrócenia funkcye liniowe z+-$r i « +-$x przez 
ọ i U, mamy tożsamości: 


8,9 =f: SĘ ę' (9) 
sg =f FI — j’ (10) 
(s, —s8,)g = g'+y* (11) 
f ma pe $ ab (12) 


Tożsamość (11) rozpada się na równania: 
(s, —s,) A = a*+a* 
(8, —8,) B - =p FB" 
(8, 8,) C = BHP , 
z których wynika 
(e —,)? (4 C—B') = («° +a?) 64-82) — (ag+ap* 
czyli 
D' (s,—s,)* = (aB'—Ba*)*. (13) 
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60 
8 q dg | 8, d 
; s a= 8, ! ? 


782 


Różniczkujac dalej tożsamość (12) eo do ©, otrzymujemy 


8, 


1 
R AE 


a wyrugowawszy za pomoca tejże samej tożsamości raz wyrażenie —* , 


drugi raz wyrażenie kę , mamy 
1 s, U 
(14) z df— fdą = >r (ody — 4dq) 
2 8, —8, 
OBR) wie 
8, —8 
1 RY - 8,0 
Łza —— | l =Z ~ pa e Yy — ] A 
(15) y Wsi = — „8 ON yi) 
s, (x — fa) 
SĘ (8; =) pa 


Tożsamość (14) podzielona przez wyrażenie 


VA (/+ 93) Vf=D'(s,—s,) sg Vf» 


w skutek równania (13) przechodzi na 
1 

AS? PRO i 

VA (6+ę9V/ VA 145% 


a tożsamość (15), podzielona przez wyrażenie 
i = 
=p (5, —8) 8, g VF 


NV A PNA: 


przechodzi na: 
FW — fdy a> 
ak WŁ T 
VW Fodor NVa ga 2 
1 
pa g Vf 
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Otrzymujemy więc, całkując 


ARA 4da; BACA aretą E 16 
swim "Wat" Sj 
nat 


BEM e ask; 


Jeżeli zaś Kasia; równanie 


a NEE ONFE 
P F a a -r ACRE 
VF 
to druga całkę możemy napisać także w postaci 
1 | de 1 „VNf+y, 
a) VF "VA Va 


Z równań (16) i R, wynika, jeżeli je rozwiażemy co do całek 


szukanych 


- OXER +B w 4. f XTPL 
ji „> z dze: 


= — — l- + = — arc = 
VA Vg WR 5. 


Do całek poprzedzajacych sprowadzić można całki 
sin o do 


do | 
| IPE PORĘ: 4 + 2B sin o + Osin? p? 


jeżeli AC—B* 0, tudzież całki: 
| cos p dọ 
VA cos*p+2B cos o sin o + Csin?ọ 
| sin Q do e 
Väe cos '9+2B COS Q sin + C sin* 9 
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a mianowicie dwie pierwsze przez podstawienie 
sin ọ = %, 
dwie drugie przez podstawienie 


(gJo=v«. 


4. 
Aby okazać użyteczność wzorów powyższych, zastosuję takowe 
do dwóch przykładów. 


Weżmy sobie za zadanie wyznaczyć całkę 


| ME A 
wę a+ 1: 
Położywszy dla skrócenia 

c' +0 -+ 1= Q, 


nasamprzód musimy zadość uczynić tożsamości 
AQ+ BĘ = 1 +5. 


Znajdujemy 
4 E: PRS 
A=5+ 3 c — 3 a 
1 5x 2a pgka 
siad dać 08 dk 0 
Jest więc 


(55 gr (482, | BO de 
Q? Q | 2 
Przez całkowanie zaś częściowe otrzymujemy 
= = | sag) 
Q? Q? Q dw” 


a przeto mamy 
B je» 
= — — d: 
A A 


B 1 ( 2544a—5a* 
e 


dr, 
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Aby całkę | PR 


68 
G dr wyznaczyć, 


należy wyrażenie Q rozłożyć 
na czynniki *++x +1 i ©* — «+1 i rozwiązać tożsamość 


(2+x:+1])+ Dz" —«+])=44+DB, (18) 
względem niewiadomych funkcyj całkowitych Ć, D. Wystarcza w tym 
celu zauważyć, że 


s (x +2+0-5 (1*—1+1])=tc 


(19) 
ze + +1) — 1 (a*— x+ 1)=1'+1. (20) 
Rozmnożywszy pierwsze z tych równań przez ©, otrzymujemy 
> c. (£? + c + y= g. (x° —x+ 1) = x° (21) 
T zaš równanie (21) od równania (20), mamy 
Z (g* +e + 1) + — ee (z? — x +1) = (22) 


Jeżeli teraz rozmnożymy tożsamości (22), (19), (21) przez spółczynniki 
29— = 


) , > 
funkcyj A+B’ i dodamy, to otrzymamy tożsamość (18 


30x21 
taty FE 


(x? —x+1) = 4+B'. 
Z tej tożsamości wynika 
A+ B' _  29—30x 4. 3004-21 
"© 18(3*—x+- 1) Aay atl) 
4+B' 5 „a «+1 8-0; -2 20+4-1 
EW = DE. (ORZESZE ASB 400 = — arctg : 
Q 4 x? —x+1 Ean =, V3 Py3 > V3 
Jest więc 
| z+5 


M 15x20" —51' PA A ees 
Gaana weth TA aep 
2x—1 7i 2+1 

S ENO 3 

Jako drugi przykład niechaj posłuży całka 


| 6dx 


stt 1)* Va*+ 1 


~- www.rcin.org.pl 


64 E. MERTANS. 


Aby było można zastosować wzór (2), należy nasamprzód rozwią- 
zać tożsamość 


AQ+ BQ'(0*+1)=6, 


gdzie 
Q=z*'+x'-1. 
Znajdujemy 
A =6 — 8r — Sr 
B=zg +4 27°. 
Jest więc 


| Ase DN =Í adi KANo ETA 


Q Vita" GN i n © 


Przez całkowanie zaś częściowe otrzymujemy 


B Va*+1 Q' dz Acz | 40) 
= | BVr*£1. 
| Q’ | Vei igs 
o B\z’°+1 |= B' (2*+1) de 
Q Q Va'+1 
a stad 
e N y 
Q* Vie" Q Q Vz’+1 

E BVe'+1 ,( L. | 

ji Q +) QEFI 


Na mocy tożsamości (22) Śnamy dalej 


7—7. 14-7% 
7 = 7 (02414 ET aet 


|, 7dx - | (7—72) dx Ga | 
QVie* J(1-a+aVa+ 3 (14er Nati 

Całki po drugiej stronie stojace 

1, (1—r)dz | | (1+ x) dx 
(x°—x41Nr?F1’ 7 (0 +ac+1)/a'+1 

wyznaczyć można według ustępu 3-go. 

Funkcya zaś 

s (x?’—xr4+ 1) — 2*— 1 
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staje się zupełnym kwadratem dla pierwiastków równania kwadratowego 
4(s—1)—s*'=0, 
| 2 
t: j. dla s =21 dla s= 3 » mamy zatem: 
so —c+1) — s? — 1 = GE 


1 
5 ©- e+) — s'— 1 = — 5 (z+ 1)". 


. . . T . 
Różniczkując iloraz , otrzymujemy 
1 


spi o  d-a)dz 


Væ+i (+æNVi+e 
Jeżeli to równanie podzielimy przez wyrażenie 


(c++ p arapi 


D , 


- gth (30 AFi 


to wynika 
ZIEL, 
1 EOB 3 ABT. 
2 (G*—xs+4-1) VI-ka* (z + 1)? 
7 3(2* +- 1) 
3 (11a) dz V3, V3. Va*+ 1 +r +1 
z| (a TEPEE Ex: NS Vei —s — 1 
V3Vs'+ 1 +r +1 
gh Va'— 1+-1 
czyli 
z _(d>2) de 1 NECZEJ RER: 
a DV e+ WF Va*—1+-1 


Tym samym sposobem, lub też zmieniając znak ilości «©, znaj- 


dujemy 
3 | (1+2) dr 5:40 „VaVe+itl= s 
(I+ + i++ js! V1x1+2* 


Rozprawy mat-przyr. T. XXVIII. 
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Jest więc 
| 6dx TaS (r+2x)Va+1 7 AE Væ + 1+1 +2 


(steVe 1 r6+1 V3 Va'—r+-1 
3 w 7 V3 Vsr'+1+-1—x 


Te E A 
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